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Streszczenie: Zafozono okreslong sie¢ dystrybucji, dla ktorej przeprowadzono obliczenia trzema wybranymi
metodami, tj. metodq kqta potnocno — zachodniego, metodg minimalnego elementu macierzy oraz metodg VAM.
W efekcie uzyskano optymalne rozwigzanie koncowe.

Abstract: This task is solved by successive approximations by using classical methods: north-west angle, the
minimum element of the matrix and the Voge!’s Approximation Method. As a result of the calculations the lowest
score obtained for the one of three above mentioned methods.
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Wprowadzenie

Zamkniete zadanie transportowe jest jednym z zagadnien problematyki transportu
w logistyce dystrybucji. Algorytm rozwigzania tego zadania jest podstawg m.in. do
projektowania sieci transportowych w ujeciu przestrzennym. Nalezy znalez¢ poczatkowe
rozwigzanie bazowe, a nast¢pnie dokona¢ weryfikacji, polegajacej na znalezieniu rozwigzania

optymalnego.

1. Zalozenia

Wybrany przyktad przedstawia trzech dostawcow Da, Dg, Dc, ktorzy dostarczaja
produkt jednorodny gatunkowo do czterech odbiorcow O;, Oz, Os, O4. Plan przewozowy
nalezy zaprojektowa¢ w taki sposob, aby koszty przewozu byly minimalne. W ponizszym
zadaniu popyt réwny jest podazy. Dane dotyczace popytu, podazy oraz kosztow przewozu

jednostki towaru pomigdzy dostawcami i odbiorcami zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Tabela przewozow w rozpatrywanej sieci dystrybucji

O, O 03 04 Podaz
Da Ka1=5 ka2=10 Kas=8 Kas=9 110
DB k31=9 k|32=7 k53=11 kB4:9 80
DC k(;1=4 kc2=6 kC3:7 kc4=10 90
Popyt 80 70 60 70 28

Zrédto: Opracowanie wilasne
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Analizujac problem nalezy sformutowaé nastepujace warunki ograniczajace:
» dla dostawcow:
Wyq + Wy + Wyz +wy, = 100
Wg1 + Wpy + Wps + wp, = 120
Weq + Wep + Wez +wey = 80
» dla odbiorcow:
Wy1 + wpy + wep = 60
Wyp + Wy + Wep =70
Wy3 + Wp3 + wez = 90
Wyq + Wpg + wey = 80
Funkcja celu, ktora jest rozumiana jako minimalny koszt przewozu, przyjmuje nastgpujaca
postac:
Zy = 4wy + 6wy, + 11w,z + 9wy, + 8wy + 14wg, + 12wz + 7wpy + 11wy + Swey
+ 6wez + 13wy, = min
2. Przyklad liczbowy

Etap 1. Konstruowanie dopuszczalnego rozwiazania bazowego

Istnieje wiele metod, ktore wspomagaja otrzymanie poczatkowego rozwigzania

bazowego. W rozpatrywanym przyktadzie zostaly zastosowane nastgpujace metody:

» metoda kata potnocno — zachodniego (metoda N — W)
» metoda minimalnego elementu macierzy kosztow

» metoda VAM (Vogel’s Approximation Method).

1. Metoda kata poétnocno-zachodniego

Najprostsza metoda, w ktorej mozna otrzymac poczatkowe rozwigzanie bazowe jest
metoda kata poinocno — zachodniego. Polega ona na kolejnym przyporzadkowywaniu
zmiennym odpowiednich wartosci, za kazdym razem do tych tras, ktore znajdujg si¢ w lewym
gornym rogu tabeli przewozow. Tabela 2 przestawia poczatkowe rozwigzanie bazowe

otrzymane metoda kata poéinocno — zachodniego.

Tabela 2. Poczatkowe rozwigzanie bazowe: metoda kata potnocno — zachodniego

0, 0, O3 O, Podaz
Da 60 40 0 0 100
Dg 0 30 90 0 120
Dc 0 0 0 80 80
Popyt 60 70 90 80 280280

Zrédto: Opracowanie wilasne
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Wartos¢ funkeji celu dla tego rozwigzania wynosi:
Zo=4*x60+6%40+14 %30+ 12 x 90 + 13 * 80 = 3020.
2. Metoda minimalnego elementu macierzy

Istota metody minimalnego elementu macierzy jest rozmieszczenie przewozOw na
tych trasach, na ktorych koszty sa najnizsze. W efekcie otrzymuje si¢ poczatkowe

rozwigzanie bazowe przedstawione w tabeli 3.

Tabela 3. Poczatkowe rozwigzanie bazowe: metoda minimalnego elementu macierzy

Ol 02 03 04 Podaz
Da 60 0 40 0 100
D 0 0 40 80 120
Dc 0 70 10 0 80
Popyt 60 70 90 80 |25~

Zrédto: Opracowanie wlasne
Wartos¢ funkcji celu dla tego rozwigzania wynosi:
Zo=4x60+11% 40+12%x40+7+80+5*70+6*10 = 2130.

3. Metoda VAM (Vogel's Approximation Method)

Metoda VAM jest jedng z metod umozliwiajacych wyznaczenie rozwigzania
dopuszczalnego. Polega na wyszukaniu w danym cyklu réznic Ah; oraz Aw; migdzy najtansza

(Kia) a druga co do kosztu mozliwoscig dostawy (Kie).
Ahi = kie + kia
AWL' = kie + kia

Wyniki wykonanych obliczen prezentuje tabela 4.

Tabela 4. Roznice kosztowe w metodzie VAM dla pierwszej iteracji

0, 0, 0, O, AH
Da 4 6 11 9 2
Ds 8 14 12 7 1
D¢ 11 6 13 1
AW 4 1 5 2

Zrédto: Opracowanie whasne

Kolejnym krokiem jest wyszukanie wiersza lub kolumny z rdéznicg o najwigkszej
wartosci. Nastepnie w wyznaczony wiersz lub kolumng nalezy wstawi¢ do komorki
0 najmniejszym koszcie wielko$¢ nasycajaca popyt. W tym przypadku bedzie to trasa C2.
Efekt przeksztatcen przedstawiono w tabeli 5.

Tabela 5. Macierz transportowa po pierwszej iteracji w metodzie VAM
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0, 0, O3 (O Podaz
Da 100
Dg 120
D¢ 80 80
Popyt 60 70 90 80 og0—280

Zrbdto: Opracowanie wtasne

Nastepnie dla zredukowanej tablicy (z pominieciem wiersza C) nalezy powtorzy¢

zaprezentowany schemat postgpowania co zaprezentowano w tabeli 6.

Tabela 6. Roznice kosztowe w metodzie VAM dla drugiej iteracji

01 0 O3 O, AH
Da 4 6 11 9 2
Dg 8 14 12 7 1
Dc
AW 4 8 1 2

Zrbdto: Opracowanie wiasne

Ponownie nalezy wyszuka¢ wiersz lub kolumne z rdéznicg o najwigkszej wartosci.

Tabela 7 przedstawia macierz transportowa po wykonaniu drugiej iteracji.

Tabela 7. Macierz transportowa po drugiej iteracji w metodzie VAM

Ol 02 03 04 Podaz
Da 70 100
Dg 120
D¢ 80 80
280
Popyt 60 70 90 80 -

Zrbdto: Opracowanie wiasne

W dalszym etapie postepujemy analogicznie, co przedstawiono w tabeli 8.

Tabela 8. Roznice kosztowe w metodzie VAM dla trzeciej iteracji

O O, 0Os 0, AH
Da
Dg 8 12 7 1
Dc
AW

Zrodto: Opracowanie wlasne

W rezultacie otrzymano nastepujace rozwigzanie bazowe zestawione w tabeli 9.
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Tabela 9. Macierz transportowa po trzeciej iteracji w metodzie VAM

O]_ 02 03 04 Podaz
Da 30 70 100
Dg 30 10 80 120
Dc 80 80
80
Popyt 60 70 90 80 o

Zrbdto: Opracowanie wlasne

Warto$¢ funkeji celu dla tego rozwigzania wynosi:

Zy=4*x30+6*x70+8*30+ 1210+ 780+ 680 = 1940

Etap 2. Sprawdzenie optymalnosci rozwiazania oraz skonstruowanie rozwigzania
optymalnego

Kolejnym etapem jest poréwnanie wynikéw poczatkowych rozwigzan bazowych

rozpatrywanego przyktadu, ktore zostaly uzyskane trzema zaprezentowanymi metodami.

Mozna zauwazy¢, ze wartosci funkcji celu sg rdézne, co prezentuje tabela 10.

Tabela 10. Porownanie wartos$ci funkcji celu uzyskanych dla réznych metod wyznaczenia

poczatkowego rozwigzania bazowego

Metoda kata péinocno-zachodniego 3020
Metoda minimalnego elementu macierzy kosztow 2130
Metoda VAM (Vogel's Approximation Method) 1940

Zrbdto: Opracowanie wlasne

Z powyzsze] tabeli 10 mozna odczytaé, ze przy pomocy metody VAM osiagnicto
najmniejszg warto$¢ funkcji celu. Nie rozwigzuje to jednak problemu czy uzyskana warto$§¢
funkcji celu jest optymalna. Nalezy zastosowaé metode potencjalow, dzigki ktérej mozna
dokona¢ weryfikacji optymalno$ci otrzymanego rozwigzania bazowego. Wykorzystuje ona
wskazniki optymalnosci, ktore sg wyznaczane na podstawie znajomos$ci potencjalow

macierzy kosztow.

Krok 1

Mozna stwierdzi¢, ze zamknig¢te zadanie transportowe ma  charakter

niezdegenerowany, jezeli zachodzi nastepujace twierdzenie:

Kazde dopuszczalne rozwigzanie bazowe zadania transportowego z m dostawcami i n

odbiorcami ma doktadnie m + n — 1 zmiennych bazowych.

46 |Strona



Systemy Logistyczne Wojsk nr 45/2016

W metodzie minimalnego elementu macierzy oraz metodzie VAM, istnieje dokladnie
sze$¢ tras o wielkosciach przewozowych wiekszych od zera. Zatem mozna uznaé to
twierdzenie za spetnione, co sprawia, ze podczas badania optymalnosci, potencjal Ua
przyjmuje warto$¢ 0, przez co zmniejsza si¢ liczba potencjatéw. Natomiast w metodzie kata
péinocno zachodniego otrzymano rozwigzanie niezdegradowane. Nalezy zatem zastosowac
metode e-perturbacji w celu otrzymania sze$ciu tras przewozowych o warto$ci wiekszej od
Zera.

Poczatkowe rozwigzanie bazowe metoda kata potnocno-zachodniego po zastosowaniu

metody kata péinocno-zachodniego przedstawia tabela 11.

Tabela 11. Poczatkowe rozwigzanie bazowe

0, 0, O3 (N Podaz
Da 60 0 40 0 100
Ds 0 0 40 80 120
Dc 0 70 10 0 80
Popyt 60 70 90 80 280 280

Zrbdto: Opracowanie wlasne

Wartos¢ funkcji celu dla tego rozwiazania wynosi:
Zy=4%60+11% 40+ 12%40+7+80+5%70+ 610 = 2130

Krok 2

Tablice wskaznikow optymalnosci buduje si¢ zaczynajac od wyliczenia potencjatow,
gdzie koszt jest sumg potencjatow u i v. Znajac koszty poszczegdlnych obcigzonych tras oraz
pamigtajac, ze potencjal Ua przyjmuje wartos¢ 0, mozemy wyznaczy¢ wszystkie pozostate

potencjaty co zaprezentowano w tabeli 12.

Tabela 12. Wstepna sytuacja do wyznaczenia wartosci poszczegolnych potencjatow ui i vj dla

poczatkowego rozwigzania bazowego wyznaczonego metodg kata potnocno-zachodniego

0, 0, O3 (O Potencjat u;
Da Kar =4 ka2 =6 kas=11 Kas =9 ua=0
Ds kg =8 kg, = 14 kgs =12 Kea=7 Us
Dc Ke1 =11 ke =5 kcs =6 kea = 13 Uc
Potencjal v; \ Vy V3 Vg

Zrodto: Opracowanie wlasne
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Warto$ci poszczegdlnych potencjatow dla poczatkowego rozwigzania metoda kata

pdéinocno — zachodniego, beda odpowiednio rowne:

DaO1=ka1 =4 to jezeli Vitua=4 a ua=0to wvi=4
DaOs =kaz =11 to jezeli vztua=11l a ua=0to wvz3=11
Dg0O3 = kg3 = 12 to jezeli vV3+ug=12 a v3=11to ug=1
DgO4 =kgs =7 to jezeli V4 +Ug =7 a us=1lto Vv4=6
DcO3 =kcy =6 to jezeli V3 +Uc =6 a vz=11to uc=-5
DcO; = ke =5 to jezeli Vo +Uc=5 a Uuc=-5to0 v,=0

Znajac wszystkie potencjaly, wyliczono wskazniki optymalnosci dla tras o przeplywie
zerowym zgodnie ze wzorem:

Aij= (ui + v]) - kU

Podstawiwszy wartosci dla poczatkowego rozwigzania bazowego wyznaczonego

metodg kata potnocno — zachodniego, uzyskano odpowiednio:

DaO2=ka2=6 to jezeli ua=0 oraz v,=0 to Aj=0+0-6=-6
DaOs=kas =9 to jezeli ua=0 oraz Vv4=6 to Ajj=0+6-9=-3
DgO;=kg; =8 to jezeli ug=1oraz vi=4 toAj=1+4-8=-3
DgO; = kg = 14 to jezeli ug=1 oraz v,=0 toAj=1+0-14=-13
DcO;=key =11 to jezeli Uc=-boraz vi=4 toAj=-5+4-11=-12
DcOs=kca =13 to jezeli Uc=-boraz Vv4=6 to Aj=-5+6-13=-12

W analogiczny sposob nalezy obliczy¢ wskazniki optymalnosci dla dwoch
pozostatych metod, za pomoca ktérych wyznaczono poczatkowe rozwigzanie bazowe. Wyniki
tych obliczen zaprezentowano w tabelach: 13, 14, 15. Rozwigzanie jest optymalne, gdy

wszystkie wskazniki s3g mniejsze lub rowne zero.

Tabela 13. Wskazniki optymalnos$ci dla poczatkowego rozwigzania bazowego obliczonego na

podstawie metody kata péinocno — zachodniego

O, 0, O3 (O Potencjat u;
Da uar =0 Upo = -6 Uaz=0 Upg =-3 ua=0
Dg Ug, = -3 Ug, = -13 Ugs =0 Ugs =0 ug=1
Dc Uy =-12 Uc; =0 Ucs=0 Ucs =-12 Uc=-5
Potencjal v; vi=4 v,=0 vz=11 V=6

Zrédto: Opracowanie wilasne
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Tabela 14. Wskazniki optymalnoéci dla poczatkowego rozwigzania bazowego obliczonego na

podstawie metody minimalnego elementu macierzy

(o} 0, O3 Oy Potencjat u;
Da Ua =0 Ua2 = -6 Uas=0 Uag = -3 ua=0
Dg Ugy = -3 Ugz = -13 Ugs=0 Ugs=0 ug=1
D¢ Ucp =-2 Uc2 =0 Ucs =0 Ugs = -2 Uc=5
Potencjat v; vi=4 Vv,=0 v3=11 V4=6

Zrédto: Opracowanie wiasne

Tabela 15. Wskazniki optymalnos$ci dla poczatkowego rozwigzania bazowego obliczonego na

podstawie metody VAM
0, 02 Os O, Potencjat u;
Da Uaz =0 Uaz =6 Uaz=-3 Upg = -6 ua=0
Dg Ug =0 Ugy = -4 Ugs =0 Ugs =0 ug=4
Dc Uc1 =-9 Uy =-1 Ucz=0 Ucs =-12 Uc=-2
Potencjat v; vi=4 V=6 V3=8 vys=3

Zrbdto: Opracowanie wiasne

Na podstawie powyzszych tabel mozna zauwazy¢, ze dla poczatkowego rozwigzania
bazowego obliczonego trzema metodami, tj. metoda kata péinocno-zachodniego (tabela 13) ,
metodg minimalnego elementu macierzy (tabela 14) oraz metoda VAM (tabela 15) wszystkie
wskazniki optymalnosci sa niedodatnie. Mozna uzna¢ rozwigzania powstale na bazie tych

metod za spelniajace wymogi optymalnosci.
4. Podsumowanie

W niniejszym artykule zatozono okreslong sie¢ dystrybucji, dla ktorej
przeprowadzono obliczenia trzema wybranymi metodami, tj. metoda kata podtnocno-
zachodniego, metoda minimalnego elementu macierzy oraz metoda VAM. W efekcie
uzyskano optymalne rozwigzanie koncowe dla wszystkich tych metod. Jednakze biorac pod
uwage funkcj¢ celu, rozumiang jako minimalny koszt przewozu, najlepsze rozwigzanie
otrzymano dzigki metodzie VAM. Warto$¢ funkcji celu dla tego rozwigzania osiggngta

najmniejszy wynik.
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