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Streszczenie: W artykule przedstawiono problem komiwojazera na przyktadzie liczbowym. Celem jest znalezienie
trasy lgczqcej wszystkie miasta, ktora catosciowo jest najkrotsza, najszybsza lub najtansza i ponadto zaczyna sie
i konczy sig w okreslonym punkcie. Jest to typowe zagadnienie optymalizacyjne, w ktorym zadane jest n miast,
ktore komiwojazer musi odwiedzi¢. Jego rozwigzanie polega na znalezieniu minimalnego cyklu Hamiltona
W pelnym grafie wazonym.

Abstract: The paper presents the travelling salesman problem (TSP) on a numerical example. The aim of the
paper is to find the shortest, the fastest and the cheapest route, which links all the cities and additionally starts
and ends at a particular point. This is the typical optimization problem with n number of cities that the travelling
salesman has to visit. The solution of the problem is to find the minimum Hamiltonian cycle in a complete
weighted graph.
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WSTEP

Transport jest jedng z podstawowych sktadowych ustug logistycznych. Jego kluczowe
zagadnienia stanowig czesto obszar dzialalnosci logistyki informatycznej ze wzgledu na
nalozone ,,z gory” ograniczenia przestrzenne, logiczne i czasowe zwigzane z ruchem i obsluga
obiektow w systemie (Ochelska — Mierzejewska, 2016, s. 350). Wedlug danych
statystycznych koszty transportu najczesciej mieszczg sie w przedziale 30-60[%] (lub wigcej)
kosztéw ogolnologistycznych (Dziamski, 2004, s. 48). Ich wzgledny udziat zalezy zar6wno
od branzy w jakiej funkcjonuje dany podmiot oraz od rodzaju i profilu dziatalnosci danej
firmy (Witkowski i Tanona, 2013, s. 411).

Zagadnienie komiwojazera zostato sformulowane w 1759 r. przez Eulera, ktory
zajmowal si¢ rozwigzaniem zadania ruchu konika po szachownicy. Optymalne
1 prawidlowe rozwigzanie polegato, aby konik odwiedzit kazde pole na szachownicy
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doktadnie raz w ciggu calego ruchu. W 1932 roku termin ,komiwojazer” pojawil si¢
w niemieckiej ksigzce, natomiast problem komiwojazera w obecnym znaczeniu zostal
wprowadzony w 1948 roku przez RAND Corporation (Michalewicz, 2003, s. 245). Problem
komiwojazera (j. ang. Traveling Salesman Problem, TSP) jest typowym i najbardziej
popularnym utrudnieniem pojawiajagcym si¢ w dziatalnosci transportowej. Ma ogromne
znaczenie w logistyce, poniewaz dotyczy planowania optymalnych tras przejazdow
(Rutczynska-Wdowiak i Jabtonski, 2016, s. 1523). Zadaniem przewoznika jest dostarczenie
towaru do okreslonej liczby punktow odbioru ipowrét do Dbazy. Kazdy
z punktoéw musi zosta¢ odwiedzony doktadnie raz, ale mozna to zrobi¢ w dowolnej kolejnosci
(Ignasiak, 2001, s. 119). Dodatkowo znane sg odleglosci pomi¢dzy weztami 1 nalezy
zaplanowa¢ tras¢ w taki sposob, aby sumaryczna droga byla najkrétsza. Poprzez odleglosci
mozna rozumie¢ dlugos$¢ drogi wyrazong w kilometrach, czas trwania podroézy miedzy
danymi punktami lub koszt podrozy.

Celem problemu komiwojazera jest znalezienie trasy, ktora catosciowo jest najkrotsza,
najszybsza lub najtansza. Dodatkowo zaklada si¢, ze odleglto§¢ migedzy dwoma dowolnymi
punktami jest nie wigksza niz dlugos$¢ jakiekolwiek drogi taczacej je a wiodacej przez inne
punkty (Ignasiak, 2001, s. 121). Plaszczyzng¢ rozwigzan w zadaniu komiwojazera stanowi
zbidr permutacji p punktéw, a rozwigzaniem jest kazda ich permutacja. Optymalne
rozwigzanie to takie ustawienie miast, dla ktorego koszt trasy jest najmniejszy. Z tego
wynika, ze rozmiar przestrzeni rozwigzan wynosi p! (http://www.staff.amu.edu.pl).

Aby rozwigza¢ problem komiwojazera, nalezy zbudowa¢ graf wazony, ktorego
wierzchotkami sg miejsca odbioru, a kazda ich para potaczona jest krawedzig. Kazdej
z krawedzi nadana jest waga rowna odleglos$ci, czasu lub kosztowi przejazdu pomiedzy nimi.
W ten sposob utworzony zostaje graf pelny, ktoéry ma tyle wierzchotkéw, ile miejsc musi
odwiedzi¢ komiwojazer. Odwiedzenie wszystkich we¢zlow odpowiada cyklowi, ktory
przechodzi przez kazdy wierzcholek danego grafu doktadnie raz. Cykl ten nazywany jest
cyklem Hamiltona, w danym przypadku, o minimalnej sumie wag krawedzi. Rozwigzanie
danego problemu istnieje zawsze, poniewaz dowolny graf pelny posiada co najmniej jeden
cykl Hamiltona. Ze wzgledu na skonczong liczbe wierzchotkdéw wystepuje taki graf w zbiorze
cykli Hamiltona, ktéry posiada minimalng sume wag krawedzi.

Istnieje wiele algorytmow, ktore rozwigzujg problem komiwojazera. Jednak wszystkie
maja podstawowa wade. Wymagaja rozwazania bardzo duzej liczby przypadkow i czas ich
dziatania moze by¢ bardzo dtugi. Niewielki przyrost liczby wierzchotkow powoduje znaczny

wzrost ilo$ci przypadkow do rozwazenia oraz czasu dziatania algorytmu. Jeden z mozliwych
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algorytméw polega na obliczeniu catkowitej dtugosci wszystkich istniejagcych w danym grafie
cykli Hamiltona. Niestety staje si¢ t0 dosy¢ skomplikowane dla liczby miast wigkszej od
pigciu.

Stosujac jeden z algorytméw przyblizonych mozna zmniejszy¢ czas rozwigzywania
problemu komiwojazera, ktory nie wymaga rozwazania duzej liczby przypadkow. Niestety
nie zawsze te algorytmy znajduja optymalne rozwigzanie. Stworzona przez nie trasa moze by¢
»dluzsza” od najkrotszej. Stosowanie algorytmow przyblizonych zrodzito si¢ z koniecznos$ci
wyboru pomiedzy ,,jakoscig” wyszukanego rozwigzania a szybkoscig znajdowania. Zaktada
si¢, ze wynik dziatania tego algorytmu nie moze by¢ gorszy od optymalnego o wigcej niz
pewna warto$¢ ustalona z gory (http://www.mini.pw.edu.pl). Wérdd najczgséciej stosowanych
algorytmow przyblizonych mozna wyr6zni¢ miedzy innymi:

e algorytm najblizszego sgsiada;

e algorytm 2-opt;

e algorytm 3-opt;

e algorytm Lina-Kernighana;

e algorytm Christofidesa;

e algorytm symulowanego wyzarzania;

e algorytm zachtanny (Rutczynska-Wdowiak i Jabtonski, 2016, s. 1524).

Algorytm najblizszego sgsiada (j. ang. nearest neighbour algorithm) wykorzystuje
strategi¢ zachlanng. Pierwszym punktem w jego dziataniu jest wybranie dowolnego
wierzchotka 1 ustawienie go jako aktualny. Nastgpnie przechodzi si¢ do wierzchotka, ktory
lezy najblizej 1 kresli si¢ miedzy nimi krawedz. Teraz ten drugi wierzchotek jest aktualnym
1 dla niego szukamy wierzchotka lezacego najblizej, ale takiego, ktory nie zostal jeszcze
odwiedzony. W momencie, gdy wszystkie punkty zostang odwiedzone wraca si¢ do punktu
wyjscia rysujac krawedz od ostatniego do pierwszego wierzchotka. Opisywany algorytm nie
daje gwarancji na znalezienie najlepszego rozwigzania w problemie komiwojazera.
Znalezione rozwigzania mogg by¢ nawet o okoto 25% gorsze od optymalnych. Rozwigzania
otrzymane
w wyniku zastosowania tego algorytmu mogg si¢ od siebie rozni¢, w zaleznosci od wyboru
wezta wyjsciowego (Johnson i McGeoch, 1997, s. 7).

Algorytm 2-optymalny jest algorytmem lokalnej optymalizacji. Uwazany jest za
szczegolny przypadek algorytmu k-optymalnego. Jego dziatanie polega na usunigciu dwoch
krawedzi z poczatkowego cyklu i zastgpienie ich innymi krawedziami w taki sposob, aby

utworzyty inny cykl. Dla kazdej pary krawedzi czynno$¢ jest powtarzana, nie liczac krawedzi
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sasiadujacych ze sobg, poniewaz ich zmiana nie wniostaby zadnego postepu. Za kazdym
razem modyfikowany zostaje cykl poczatkowy. Gdy wszystkie pary krawedzi zostang
sprawdzone, nalezy wybra¢ taka modyfikacje, ktora najbardziej skrocita trase badz powrécié
do cyklu poczatkowego (http://algorytmy.ency.pl).

Proces algorytmu 3-optymalnego jest =zblizony do dziatania poprzedniego.
3-optymalna analiza polega na usunigciu trzech krawedzi z poczatkowego cyklu
1 zastgpienie ich innym potaczeniem punktéw, tak aby utworzyly nowy cykl. Dla
wytypowanych krawedzi wybierane jest potaczenie optymalne. Nastepnie trzy pierwsze
polaczenia wymieniane sg na inne i proces jest powtarzany. Za kazdym razem przeksztalcany
jest cykl poczatkowy. Ze wszystkich optymalnych potaczen typowane jest polaczenie
wlasciwe i najlepsze (Lin, 44, s. 2245-2269).

Algorytm Lina-Kerninghana posiada charakter heurystyczny. Moze pracowal na
grafach o ujemnych i dodatnich wagach krawedzi. Dziatanie tego schematu polega na
podziale zbioru wierzchotkow na dwa podobne podzbiory. Podzial ten jest tak dokonany, aby
sumaryczna waga krawedzi miedzy wierzchotkami z poszczegdlnych podzbioréw byta jak
najmniejsza. Nast¢gpnie zamieniane jest utozenie poszczegdlnych wierzchotkow pomiedzy
podzbiorami, tak, aby zostata znaleziona najkorzystniejsza dyslokacja punktow oraz funkcja
celu okreslana jako rdéznica migdzy zewnetrznym i1 wewnetrznym kosztem wybranego
wierzcholtka byta zmaksymalizowana (Kernighan i Lin, 49 s. 291).

Proces Christofidesa jest algorytmem aproksymacyjnym i znajduje rozwigzanie
w grafach o nieujemnych wagach krawedzi (https://xlinux.nist.gov/dads). Jego dziatanie
polega na okresleniu minimalnego drzewa rozpinajagcego dla grafu, w ktérym szukana jest
wlasciwa trasa i dolaczeniu do niego krawedzi z najmniejszymi odleglto$ciami pomigdzy
wierzchotkami drzewa o stopniu nieparzystym. W kolejnym kroku wyznacza si¢ cykl Eulera
dla utworzonego grafu, a nastepnie kreuje cykl Hamiltona. Wynik otrzymany za pomoca tego
algorytmu nie moze by¢ gorszy od optymalnego o wiecej niz 50%.

Algorytm symulowanego wyzarzania wywodzi si¢ z rodziny algorytmow
heurystycznych, ktore przeszukuja przestrzen alternatywnych rozwigzan problemu, aby
wyszukaé najlepsze rozwigzanie. Polega on najpierw na przyjeciu losowej konfiguracji, aby
w nastgpnych krokach przeszukal przestrzen rozwigzan i znalez¢ najlepszy wynik, czyli
najkrotszg droge. Proces oparty jest na losowej wymianie potagczen (Rutczynska-Wdowiak
I Jabtonski, 2016, s. 1524).

Algorytm zachlanny (j. ang. greedy algorithm) stosowany jest do rozwigzania

problemoéw optymalizacyjnych, gdzie wymagane jest podejmowanie wielu decyzji. Dokonuje
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on wyboru, ktory w danej chwili jest najkorzystniejszy. W danym procesie podejmowane sg
decyzje ,,lokalnie” optymalne, co oznacza, ze dany algorytm nie dokonuje oceny sensu
wykonywanych dzialan w kolejnych krokach (Cormen, Leiserson, Rivest i Stein, 2009, s.
414).
Do rozwigzania problemu komiwojazera wykorzystano arkusz kalkulacyjny program

MS Excel oraz dodatek Solver.

1. STUDIUM PRZYPADKU

Rozwigzanie problemu komiwojazera zostalo przedstawione na przykladzie firmy
kurierskiej. W prezentowanym przypadku kurier wyrusza z oddzialu (miejsce oznaczone na
rys. 1 jako 0), nastgpnie musi dotrze¢ do 15 punktow ParcelShop (punkty od 1 do 15),

pozostawi¢ lub odebra¢ paczki i wrocic¢ do bazy.
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Rys. 1. Mapa z zaznaczonymi punktami ParcelShop
Zrédto: opracowanie whasne.

sUS

Aby rozwigza¢ dany problem na poczatku stworzono w arkuszu kalkulacyjnym tabele

1 zawierajacg odlegtosci pomigdzy punktami, ktore musi odwiedzi¢ kurier.

Tabela 1. Odlegtosci pomigdzy punktami
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F G H I J | K L M N O P Q R | S T U V

3 |Punkt| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4 0 o0 | 115|141 | 147 | 108 (134|106 | 13,2 | 110 ) 101 | 156 96 [ 161 | 11,3 ] 95 91
5 1 115 | 00 2,6 2,2 18 21 3,0 2,0 26 23 33 45 3,9 5,5 4.6 5.6
] 2 141 26 00 | 2,7 3.5 2,9 3,2 3.4 3.5 3.8 3,6 47 54 | 56 6,0 7,0
7 3 147 | 2,2 2.7 0,0 3,3 0.5 4,1 1,6 47 4,5 1,7 5,5 3,9 6,5 7,0 7.8
] 4 08| 1,8 3,5 3,3 0.0 30 | 46 1,7 3.5 1.0 | 42 6,0 2,2 6,5 4,2 5.2
g9 5 134 21 2,9 0,5 3,0 00 | 44 15 4.6 44 | 20 5,8 3,8 6,8 G,9 7.9
10 6 06| 30 3,2 4,1 4.6 44 | 00 5.4 17 4.9 5,6 1,7 7.3 2,6 3,7 4.2
11 7 132 2,0 34 | 16 17 15 5.4 0,0 3.7 2,9 3,3 71 2.3 7.6 54 g3
12 B 110 26 3,5 4.7 3.5 4.6 1,7 3,7 0.0 3,2 4.8 2,6 53 3,7 23 3.2
13 9 01| 23 3,8 45 1.0 44 | 49 2,9 3.2 00 | 53 5.8 25 6,3 3,3 5.0
14| 10 | 156| 3.3 3,6 17 432 20 | 56 33 4.8 53 0,0 6,2 55 7.2 7,5 85
15| 11 9,6 45 4.7 55 6,0 5.8 1,7 71 - 5.8 6,2 0,0 8,1 2,3 3,8 25
16| 12 | 161 | 39 54 | 35 22 3.8 7.3 23 53 25 55 81 0o | 92 6,0 7.7
17| 13 | 113| 55 5,6 6,5 6,5 6,8 2,6 7,6 3.7 6,3 7,2 2,3 9,2 0,0 51 45
18 | 14 9,5 4.6 g0 | 7.0 4.2 6,9 3,7 5.4 2.3 3,3 7.5 3,8 60 | 51 0,0 21
19 | 15 9,1 5.6 70 | 7.8 5.2 7.9 4,2 6,3 3.2 50 | 85 2,5 77 4,5 2,1 0.0

Zrodto: opracowanie wilasne.

Nastegpnie opracowano tabele 2, ktora przedstawia punkty jako sekwencje liczb od 1
do 15 oraz odleglosci pomigdzy nimi. Wartosci odlegtosci pomiedzy punktem z danego
wiersza, a punktem z wiersza kolejnego importowane sg z tabeli odlegtosci (tabela 1) za
pomoca funkcji INDEX. Zawiera ona oznaczenie numeru punktéw z poszczegdlnych wierszy
oraz okre$lenie numeru wiersza i1 kolumny bedacego przecigciem tych punktow w tabeli
odleglosci.

Baza oznaczona jest cyfra 0 poniewaz, jest punktem poczatkowym i koncowym, ktory
nie bierze udzialu w losowaniu. Reszta punktow moze by¢ ustawiona w kazdej mozliwej
kolejnosci, a wiec sg one komorkami zmiennymi.

Punktem wyjScia bedzie ustawienie punktow w kolejno$ci naturalnej od 0 do 15, co
zostalo zestawione w tabeli 2. W tak ustawionej kolejnosci punktow, catkowita trasa wyniosta
84,9 kilometrow i jest efektem przypadkowego uszeregowania punktow zanim uruchomiony
zostal dodatek Solver. Suma wszystkich odleglosci jest funkcjg celu, ktéra ma dazy¢ do
minimum. Ograniczeniem w tym zadaniu jest fakt, ze kazdy punkt mogl zosta¢ odwiedzony

tylko raz.
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Tabela 2. Relacja pomiedzy punktami ParcelShop wraz ze wskazaniem odlegtosci pomiedzy

nimi
B C

22 | Punkty COdlegiosc
23 o 115
24 1 2.6
25 2 2.7
26 3 3.3
27 4 3
28 5 4.4
29 =1 5.4
30 7 3,7
31 8 3,2
32 9 5.3
EE] 10 8,2
34 11 8,1
35 12 Q.2
36 13 51
a7 14 2.1
38 15 9.1
39

catkowita

diugose 84,9
40 trasy

Zrodto: opracowanie wihasne.

Najefektywniejszym rozwigzaniem tego typu zadan sg algorytmy genetyczne,
z tego powodu konieczne jest wybranie metody rozwigzania zadania — metoda ewolucyjna.
Dodatkowo zaznaczono, aby komoérki zmienne roznity si¢ od siebie oraz zeby szybko$é
mutacji wyniosta 0,5.

Po wprowadzeniu wszystkich wyzej wymienionych danych do MS Excela
i dodatku Solver (rys. 2) oraz zaznaczeniu odpowiednich opcji otrzymano optymalne

rozwigzanie.
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Parametry dodatku Solver &J‘

Ustaw cel: SC540
Na: () Maks @ Min ) Wartese: 0

Przez zmienianie komérek zmiennych:

5B524:5B538

Podlegajacych ograniczeniom:
5$B524:5B538 = Wiszystkie inne - Dodaj

Resetuj wszystko

Zataduj/zapisz

..

|

Ustaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczer

Wybierz metode | Ewolucyjna
rozwiazywania:

[«

Opcje

Metoda rozwiazywania

W przypadku gtadkich nieliniowych problemdw dodatku Solver wybierz aparat nieliniowy GRG.
Dla liniowych probleméw dodatku Solver wybierz aparat LP simpleks, natomiast w przypadku
probleméw, ktare nie sa gtadkie, wybierz aparat ewolucyjny.

[ Rozwiaz ] [ Zamknij ]

Rys. 2. Definiowanie parametrow w dodatku Solver
Zrédto: opracowanie whasne.

Dhugos¢ najkorzystniejszej trasy wynosi 48,7 kilometra, a punkty uktadajg si¢
w nastepujacy sposob (tabela 3): od punktu O poprzez punkty 15 — 14 — 8 — 1 — 4 —
9 -12 -7-5-3-10 -2 -6 - 13 — 11 1 na koncu rowniez wystepuje
punkt 0 (symbolizujac powrot).

Tabela 3. Relacja pomiedzy punktami ParcelShop, a odlegto$ciami pomigdzy nimi

B C
22 | Punkty Odlegtosc
23 o 9,1
24 15 2,1
25 14 2.3
26 B 2,6
27 1 1,8
28 a 1
29 9 2.5
30 12 2.3
31 7 1,5
32 5 0,5
33 3 1,7
34 10 3,6
35 2 3,2
368 6 2,6
37 13 2.3
38 11 9.6
39

catkowita
diugosc 43,7

40 trasy

Zrodto: opracowanie wilasne.
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2. PODSUMOWANIE

Zoptymalizowang tras¢ Kierowcy firmy kurierskiej pokazano na rysunku 4. Kurier
moze wybra¢ rowniez droge w odwrotnej petli, tzn. 0 -11-13-6-2-10-3-5-7-12—
9-4-1-8-14-15-0.

o, .. Multime
Park Ft

&34

zne Centrum |
yriskiego

Fryder

e

1
2

&31
7 N

= o WY GLE

Rys. 4. Zoptymalizowana trasa kierowcy firmy kurierskiej
Zrédto: opracowanie wlasne.

Wybrane przez program Solver rozwigzanie zagwarantowato taki uklad
przemieszczania z punktu do punktu, dzigki ktoremu osiggnigto jak najkrétszg trasg. Poprzez
taki uktad odwiedzania miejsc czas pracy kierowcy, jak rowniez koszty przewozu zostaty
zminimalizowane (file:///C:/Users/Asus%20Pro/Downloads/artyku_komiwojazer.pdf).

Do rozwigzania problemu komiwojazera roOwniez zostal uzyty program MS Excel oraz
dodatek Solver. Dzigki nim uzyskano rozwigzanie w postaci kolejnosci punktow ParcelShop,
ktoére powinien odwiedzi¢ kurier, aby jego catkowita trasa byla najkrotsza (48,7 km).
Przedstawiono mape z doktadng trasg przejazdu kuriera ze szczegdétowym wskazaniem miejsc

wraz z kolejnoscig odbioru lub pozostawienia przesyitki.

244 |Strona


file:///C:/Users/Asus%20Pro/Downloads/artyku_komiwojazer.pdf

Systemy Logistyczne Wojsk nr 49/2018

LITERATURA:

1.

10.

11.
12.
13.
14.

Michalewicz Z., Algorytmy genetyczne+ struktury danych= programy ewolucyjne,
Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, Warszawa 2003.

Cormen T.H., Leiserson C.E., Rivest R.L., Stein C., Introduction to Algorithms,
Massachusetts Institute of Technology, London 20009.

Ignasiak E. (red.)., Badania operacyjne, PWE, Warszawa 2001.

Dziamski O., Wspotczesne metody automatycznego planowania dystrybucji towarow,
Logistyka nr 6/2004, ILiM, Poznan 2004.

Johnson D. S., McGeoch L. A., The Traveling Salesman Problem: A Case Study in
Local Optimization, John Wiley and Sons, London 1997.

Kernighan B.W., Lin S., An efficient heuristic procedure for partitioning graphs, Bell
Systems Technical Journal no 49.

Lin S., Computer solutions of the traveling salesman problem, Bell Systems Technical
Journal no 44.

Ochelska — Mierzejewska J., Rozwigzanie problemu komiwojazera przy uZyciu
algorytmu genetycznego, Logistyka nr 1/2016, ILiM, Poznan 2016.
Rutczynska-Wdowiak K., Jabtonski N., Algorytm mrowkowy w problemie
komiwojazera, Autobusy nr 6/2016.

Witkowski K., Tanona K., Analiza kosztow transportu drogowego, Logistyka nr
5/2013, ILiM, Poznan 2013.

http://algorytmy.ency.pl (08.05.2018).

http://www.mini.pw.edu.pl (03.05.2018).

http://www.staff.amu.edu.pl (03.05.2018).
https://xlinux.nist.gov/dads/HTML/christofides.html (09.05.2018).

245|Strona


http://algorytmy.ency.pl/
http://www.mini.pw.edu.pl/
http://www.staff.amu.edu.pl/
https://xlinux.nist.gov/dads/HTML/christofides.html

